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Hinweise:

• Füllen Sie zunächst das Deckblatt aus und unterschreiben Sie es! •
• Es gibt insgesamt 6 Aufgaben und maximal 105 Punkte sind erreichbar! •
• Verwenden Sie für die Lösungen nur die gegebenen Blätter! •
• Verwenden Sie einen dokumentenechten Stift (keinen Bleistift)! •
• Lassen Sie bitte alle Blätter im zusammengehefteten Zustand! •
• Geben Sie bei allen Aufgaben den kompletten Lösungsweg an! •
• Ohne den zugehörigen Lösungsweg gibt es stets nur 0 Punkte! •

Bewertungsschlüssel:

Punkte 95 90 85 80 75 70 65 60 55 50 < 50
Note 1.0 1.3 1.7 2.0 2.3 2.7 3.0 3.3 3.7 4.0 5.0

Ergebnis:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 Summe Note
maximale Punkte 15 15 20 20 15 20 105
erhaltene Punkte



Name: Vorname:

Aufgabe 1 Berechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen: 15 Punkte

(a) 1−i
(2+2i)2 , (b) (2i)10 , (c)


e−πi�4

.

Lösung:
(a)

1− i
(2+2i)2 =

1− i
8i

=
−1
8

+
−1
8

i ,

(b)
(2i)10 =−1024 ,

(c) �
e−πi

�4
= 1 .
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Name: Vorname:

Aufgabe 2 Faktorisieren Sie die folgenden algebraischen Polynome in Linearfaktoren:

(a) p(z) := z3 −2z2 +9z−18 , 10 Punkte

(b) q(z) := z4 −25 . 5 Punkte

Lösung:

(a) Die Faktorisierung des Polynoms ergibt sich wie folgt:

Rate NST z_1 = 2

Abdivision: (z^3 - 2z^2 + 9z -18):(z-2) = z^2 + 9
-(z^3 - 2z^2)
-------------

0 + 9z -18
-(9z -18)
--------------

0

Faktorisierung des quadratischen Polynoms:

z^2 + 9 = (z+3i)(z-3i)

Also: p(z) = (z-2)(z+3i)(z-3i)

(b) Die Faktorisierung des Polynoms ergibt sich wie folgt, wobei man
sich an die dritte binomische Formel erinnern sollte:

q(z) = z^4 - 25 =
= (z^2 + 5)*(z^2 - 5)
= (z + sqrt(5)i)*(z - sqrt(5)i)*(z + sqrt(5))*(z - sqrt(5))
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Name: Vorname:

Aufgabe 3 Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A ∈ R3×3, 20 Punkte

A :=




4 −2 −1
6 −6 0

12 −6 −3


 .

Geben Sie ferner eine Matrix C ∈ R3×3 an, so dass C−1AC Diagonalgestalt hat.

Lösung:

1. Schritt: Aus der Gleichung

p(λ ) = det(A−λE) = det




4−λ −2 −1
6 −6−λ 0

12 −6 −3−λ


=−λ (λ +2)(λ +3) = 0

berechnen sich die Lösungen λ1 = 0, λ2 =−2 und λ3 =−3, also die Eigenwerte von A.
2. Schritt: Aus dem Gleichungssystem

(A−λ1E )⃗r(1) = 0⃗ ⇐⇒




4−0 −2 −1
6 −6−0 0

12 −6 −3−0







r(1)1
r(1)2
r(1)3


=




0
0
0




ergeben sich alle zu λ1 = 0 gehörenden Eigenvektoren zu r⃗(1) = α (1,1,2)T , α ∈ C\{0}. Aus dem
Gleichungssystem

(A−λ2E )⃗r(2) = 0⃗ ⇐⇒




4+2 −2 −1
6 −6+2 0

12 −6 −3+2







r(2)1
r(2)2
r(2)3


=




0
0
0




ergeben sich alle zu λ2 =−2 gehörenden Eigenvektoren zu r⃗(2) = α (2,3,6)T , α ∈C\{0}. Aus dem
Gleichungssystem

(A−λ3E )⃗r(3) = 0⃗ ⇐⇒




4+3 −2 −1
6 −6+3 0

12 −6 −3+3







r(3)1
r(3)2
r(3)3


=




0
0
0




ergeben sich alle zu λ3 =−3 gehörenden Eigenvektoren zu r⃗(3) = α (1,2,3)T , α ∈ C\{0}.
Die gesuchte Matrix C kann man z.B. erhalten, indem man die Eigenvektoren als Spaltenvektoren in C
schreibt, also

C :=




1 2 1
1 3 2
2 6 3


 .
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Name: Vorname:

Aufgabe 4 Gegeben sei die lineare Abbildung L : R3 → R3 durch Angabe ihrer Wirkung auf die 20 Punkte

Einheitsbasis im R3, konkret

L((1,0,0)T ) := (1,2,3)T , L((0,1,0)T ) := (2,4,6)T , L((0,0,1)T ) := (−3,−6,−9)T .

Bestimmen Sie Kern(L) und Bild(L) sowie eine Basis BKern(L) von Kern(L) und eine Basis BBild(L)
von Bild(L). Geben Sie ferner dimKern(L) und dimBild(L) = Rang(L) an.

Lösung:
Um Kern(L) zu berechnen, ist das lineare Gleichungssystem

x1(1,2,3)T + x2(2,4,6)T + x3(−3,−6,−9)T = (0,0,0)T

zu lösen. Als Lösung erhält man

L = Kern(L) =



α




−2
1
0


+β




3
0
1


 | α,β ∈ R



 .

Also ist zunächst
dimKern(L) = 2

und aufgrund der Dimensionsformel

Rang(L) = dimBild(L) = dimR3 −dimKern(L) = 3−2 = 1

und z.B.
BKern(L) := {(−2,1,0)T ,(3,0,1)T}

eine Basis von Kern(L). Eine Basis von Bild(L) kann man schließlich berechnen, indem man die
Bilder der Einheitsvektoren zeilenweise mittels Gaußschem Algorithmus reduziert, also

1 2 3 · (−2) ·3
2 4 6 ←+ |

−3 −6 −9 ←+
1 2 3
0 0 0
0 0 0

Also gilt z.B.
BBild(L) = {(1,2,3)T}

und
Bild(L) = SpannR{(1,2,3)T}.
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Aufgabe 5 Berechnen Sie, falls möglich, die Grenzwerte der angegebenen vier Folgen: 15 Punkte

�
2n2 +n

6n4 +4n2

�

n∈N
,

�
2n5 +6n+4

6n3 +4n+12

�

n∈N
,

�
5n3 +8n+12

20n3 +4n2 +32

�

n∈N
,

�
3n3 +8
3n3 +12

�

n∈N
.

Lösung:
Die Lösungen ergeben sich unter Ausnutzung der Linearitäts- und Quotientenregel wie folgt, wobei es
sich bei der zweiten Folge um einen gewissen Sonderfall handelt, da diese nicht konvergiert, sondern –
wie man sagt – bestimmt gegen ∞ divergiert:

lim
n→∞

2n2 +n
6n4 +4n2 = 0 ,

2n5 +6n+4
6n3 +4n+12

→ ∞ (n → ∞) ,

lim
n→∞

5n3 +8n+12
20n3 +4n2 +32

=
5

20
=

1
4
, lim

n→∞

3n3 +8
3n3 +12

= 1 .
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Aufgabe 6 Gegeben seien die drei Funktionen

f (x) := x3 −3x2 − x+2, g(x) := xsin(x), h(x) := x2 exp(x3).

Berechnen Sie:
(a) 2 Punkte

(g◦h)(x) ,

(b) 8 Punkte

f ′(x) , g′(x) und h′(x) ,

(c) 10 Punkte
3Z

−1

f (x)dx ,

πZ

−π

g(x)dx und
1Z

0

h(x)dx .

Lösung:
(a)

g(h(x)) = x2 exp(x3)sin(x2 exp(x3)) ,

(b)

f ′(x) = 3x2 −6x−1 , g′(x) = sin(x)+ xcos(x) , h′(x) = 2xexp(x3)+3x4 exp(x3) ,

(c)

3Z

−1

f (x)dx =−4 ,

πZ

−π

g(x)dx = 2π ,

1Z

0

h(x)dx =−1
3
+

1
3

e .
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