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Hinweise:

e Fiillen Sie zunidchst das Deckblatt aus und unterschreiben Sie es!
e Es gibt insgesamt 6 Aufgaben und maximal 105 Punkte sind erreichbar!

Verwenden Sie fir die Losungen nur die gegebenen Blitter!
Verwenden Sie einen dokumentenechten Stift (keinen Bleistift)!
Lassen Sie bitte alle Blitter 1m zusammengehefteten Zustand!
Geben Sie bei allen Aufgaben den kompletten Losungsweg an!
Ohne den zugehorigen Losungsweg gibt es stets nur O Punkte!

Bewertungsschliissel:

Punkte | 95 | 90 | 85 |80 | 75| 70 | 65 | 60 | 55 | 50 <50
Note |10/|13/|1.7/20/23(27(3.0(33(3.7(4.0 5.0

Ergebnis:
Aufgabe 11234516 Summe | Note
maximale Punkte | 15 | 15|20 |20 | 15 | 20 105

erhaltene Punkte




Name:

Aufgabe 1 Berechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen:

_4j)2
@ G
—1
(=3i)
O 5y
(c) (=2i)
Losung:
(a)

(2-41)"2/(1-1) = (-12-161i)=*(1+i)/2 = (4-281)/2

(b)

(=31)72/(1+1)"2 = -9/21 = 9i/2
(c)

(-21)"7 = -128i73 = 1281

Vorname:

5 Punkte

5 Punkte

5 Punkte

= 2-141i
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Name: Vorname:

Aufgabe 2 Bestimmen Sie die vollstindige Faktorisierung des folgenden Polynoms: 15 Punkte

p(z) =7 =23 —62+22:—15.

Losung:

Rate NST z_1=1
Abdivision von (z-1):
(z"4-22"3-62"2+222-15) : (z=1)=2"3-2z"2-T7z+15

z™"4 —-z"3

-7z"24+422z2
-7z"2+ Tz

Rate NST z_2=-3
Abdivision von (z+3):

(z"3—-272=-T72z+15) : (z+3)=2"2-42z+5
z"3+3z"2

Mit p/g-Formel oder quadratischer Ergdnzung ergibt sich ferner:
z"2-4z+5 = (z—(2-1))*(z—(2+1))
Die Faktorisierung des Polynoms lautet also:

p(z) = (z-1)*(z2+3)*(z—-(2-1)) x(z—(2+1))
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Name: Vorname:

Aufgabe 3 Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A € R3*3, 20 Punkte
—12 10 -5
A= —15 13 -5
0O 0 3

Geben Sie ferner eine Matrix C € R3*3 an, so dass C~'AC Diagonalgestalt hat.

Hinweis: Ein Eigenwert von A ist doppelt!

Losung:

1. Schritt: Aus der Gleichung

—12—A4 10 -5
p(A) = det(A—AE) = det —15 13-4 -5 =B-A)A-3)(A+2) =0
0 0 3—4
berechnen sich die Losungen A; = —2 und A, = A3 = 3, also die Eigenwerte von A.
2. Schritt: Aus dem Gleichungssystem
—10 10 =5\ [ Y 0
A-ME)FD =0 «— —~15 15 -5 AV =10
0 0O 5 A 0
3
ergeben sich alle zu A} = —2 gehorenden Eigenvektoren zu
1
AD=af 1], acC\{0}.
0
Aus dem Gleichungssystem
) ~15 10 -5 A3 0
(A—MjE)F2) =0 <« 15 10 -5 A =10
0 0O O A2/3) 0
3

ergeben sich alle zu A, = A3 = 3 gehorenden Eigenvektoren zu

0 1
P =al 1 |+8[ 0 |, a,BeC, |a|+]|B|#£0.
2 -3

Die gesuchte Matrix C kann man z.B. erhalten, indem man die Eigenvektoren als Spaltenvektoren in C
schreibt, also

1
0
-3

N = O

1
C .= 1
0
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Name: Vorname:

Aufgabe 4 Gegeben sei die lineare Abbildung L : R — R3 durch Angabe ihrer Wirkung auf die 20 punkte
Einheitsbasis im R3, konkret

L((1,0,007) :=(=1,1,3)" , L((0,1,007):=(0,6,3)T , L((0,0,1)7):=(2,4,-3)" .

Bestimmen Sie Kern (L) und Bild (L) sowie eine Basis Byerm (1) von Kern (L) und eine Basis Briiq (1)
von Bild (L). Geben Sie ferner dimKern (L) und dimBild (L) = Rang (L) an.

Losung:
Um Kern (L) zu berechnen, ist das lineare Gleichungssystem

x1(—=1,1,3)T +x,(0,6,3)" +x3(2,4,-3)T = (0,0,0)"

zu 1osen. Als Losung erhilt man
L=Kem(L)=qa| -1 ||aeR

Also ist zunéchst
dimKern (L) =1

und aufgrund der Dimensionsformel
Rang (L) = dimBild (L) = dimR>® — dimKern (L) =3 —1=2

und z.B.
%Kem(L) = {(2> _17 I)T}

eine Basis von Kern (L). Eine Basis von Bild (L) kann man schlieBlich berechnen, indem man die
Bilder der Einheitsvektoren zeilenweise mittels Gaulschem Algorithmus reduziert, also

—1 1 3 -2
0O 6 3 |
4 -3 —+
—1 1 3
0O 6 3 (—=1)
6 3 —+
—1 1 3
6 3
0O 0 O
Also gilt z.B.
@Bild(L) = {(_17 173)T7 (07673)T}
und

Bild (L) = Spanng {(—1,1,3)7,(0,6,3)T}.
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Name: Vorname:

Aufgabe 5 Gegeben sei das algebraische Polynom p : R — R vom Grad 4,
p(x):=3x"+4x° — 1222 + 3.

(a) Geben Sie alle Stammfunktionen von p an. 3 Punkte

(b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von p und geben Sie explizit an, ob es sich um lokale Maxima 12 Punkte
oder Minima handelt.

Losung:
(a) P(x) = %xs +x* —4x} +3x+c,ceR.

(b)

p(x) = 3x*+4x>— 124243
p(x) = 12x°+12x* —24x
p'(x) = 36x*424x—24

Weiter folgt aus p’(x) = 0 entweder x = 0 oder x = —2 oder x = 1. Damit ergibt sich abschlieBend

p'(=2)=72>0 = lok. Min. bei —2
p"(0)=-24<0 = lok. Max. bei O
p'(1)=36>0 = lok. Min. bei 1
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Name: Vorname:

Aufgabe 6 Gegeben seien die drei Funktionen
flx) :=x3 =32 —x+2, g(x) := xsin(x), h(x) := x> exp(x?).

Berechnen Sie:

(a) 2 Punkte
(goh)(x),
(b) 8 Punkte
f(x), g'(x) und H(x),
(c) 10 Punkte

3

/f(x)dx, /ng(x)dx und /lh(x)dx,
e 0

-1

Losung:
(a)
g(h(x)) = P exp(x®) sin(x*exp(x’)) ,
(b)
fl(x)=3x"—6x—1, g'(x)=sin(x)+xcos(x), h'(x)=2xexp(x’)+3x*exp(x’),

(c)

3 T 1 1

f)ydx=—-4, [ gx)dx=2m, [ h(x)dx=—=+ e

o= oo o= 1.
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