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Hinweise:

e Fiillen Sie zunidchst das Deckblatt aus und unterschreiben Sie es!
e Es gibt insgesamt 6 Aufgaben und maximal 105 Punkte sind erreichbar!

Verwenden Sie fir die Losungen nur die gegebenen Blitter!
Verwenden Sie einen dokumentenechten Stift (keinen Bleistift)!
Lassen Sie bitte alle Blitter 1m zusammengehefteten Zustand!
Geben Sie bei allen Aufgaben den kompletten Losungsweg an!
Ohne den zugehorigen Losungsweg gibt es stets nur O Punkte!

Bewertungsschliissel:

Punkte | 95 | 90 | 85 |80 | 75| 70 | 65 | 60 | 55 | 50 <50
Note |10/|13/|1.7/20/23(27(3.0(33(3.7(4.0 5.0

Ergebnis:
Aufgabe 11234516 Summe | Note
maximale Punkte | 15 | 15|20 |20 | 15 | 20 105

erhaltene Punkte




Name: Vorname:

Aufgabe 1 Berechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen:

(a) (2-3i)*,
(1-2i)?
(b) (2i—1)2"°
© 1—2i
7 s
Losung:
(a)
(2—3i)* = (=5—12i)> = =119+ 120i ,
(b)
(1-2i)% .
(i—1)2
(©)
1-2i  1-2i (1-2i)(3+4i) 11-2i
(2—1)2 3—4i (3-4i)(3+4i)) 25 °
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5 Punkte

5 Punkte

5 Punkte



Name: Vorname:

Aufgabe 2 Bestimmen Sie die vollstindige Faktorisierung der folgenden Polynome:
(a) plz):=72—4z-5,
(b) q(z):=22-2—z+2 .

Losung:
(a) Mit der p-q-Formel erhilt man die beiden Nullstellen
Z1p=2% 2245=2+3,
also z; = —1 und z; = 5. Daraus ergibt sich die Faktorisierung von p als

piz)=(z—2)(z—22) =(+1)(z-5).

(b) Zunichst findet man durch Probieren mit =1 und +2 die erste Nullstelle z; = 1. Abdivision von
z—2z1 = z— 1 liefert

(22 —22—z42):(z—1) = 2> Rest —z>—z+2,
(—Zz—z+2):(z—1) = —z Rest —2z+42,
(=2z+2):(z—1) = —2 Rest0.

Man erhilt so die Identitit ¢(z) : (z— 1) = z* — z — 2 bzw. als erste Faktorisierung ¢(z) = (z — 1)(z*> —
z—2). Fiir das noch zu faktorisierende quadratische Polynom liefert die p-q-Formel die Nullstellen

1 1 1 3
=—fy\/-+2==%£=
2= 3T T
also zo = —1 und z3 = 2. Daraus ergibt sich die endgiiltige Faktorisierung von q als

q(2) = (z—2)(z—22)(z—z) =(z-1)(z+1)(z-2) .
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5 Punkte

10 Punkte



Name: Vorname:

Aufgabe 3 Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A, 20 Punkte
-3 -1 1
A= 0 -1 0
-6 -3 2

Geben Sie ferner explizit eine regulire Matrix C € R3*3 an, so dass die Matrix C~'AC Diagonalgestalt
hat.

Hinweis: Ein Eigenwert von A ist doppelt!
Losung:

Die Matrix A lautete:

-3 -1 1
0 -1 0
-6 -3 2

det (A-lam*E)=(-3-1lam)+ (-1-1lam)* (2-1lam) + 0 + 0
- 1% (-6)*(-1-1lam) — 0 - O
(-1-1lam) * (lam”2 + lam)

(=1-lam) xlamx (lam + 1) = 0

Die Eigenwerte lauten also:
0 -1 -1

EV zu lam_1 = 0

-3 -1 1 r 1 0
O -1 0 r2 = 0
-6 -3 2 r_3 0
z.B. r*1 = (1,0,3)"T
EV zu lam 2 = lam 3 = -1
-2 -1 1 r 1 0
0 0O O r2 = 0
-6 -3 3 r 3 0
z.B. r*2 = (0,1,1)"T und r*2 = (1,0,2)"T

Eine mdgliche Eigenvektor-Matrix C lautet:

1 0 1
0 1 0
3 1 2
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Name: Vorname:

Aufgabe 4 Gegeben sei die lineare Abbildung L : R — R3 durch Angabe ihrer Wirkung auf die 20 punkte
Einheitsbasis im R3, konkret

L((1,0,0)7):=(1,2,3)" | L((0,1,0)7):=(2,4,6)" , L((0,0,1)7):=(-3,-6,-9)" .
Bestimmen Sie Kern (L) und Bild (L) sowie eine Basis Byerm (1) von Kern (L) und eine Basis Briiq (1)
von Bild (L). Geben Sie ferner dimKern (L) und dimBild (L) = Rang (L) an.

Losung:
Um Kern (L) zu berechnen, ist das lineare Gleichungssystem
x1(1,2,3)" +x2(2,4,6)" +x3(=3,-6,-9)" = (0,0,0)”

zu 1osen. Als Losung erhilt man

-2 3
L=Kem(L)=<a| 1 |+B| 0 ||a,BeR
0 1

Also ist zunéchst
dimKern (L) =2

und aufgrund der Dimensionsformel
Rang (L) = dimBild (L) = dimR>® — dimKern (L) =3 -2 =1

und z.B.
’%Kern(L) = {(_27 170)T7 (3707 I)T}

eine Basis von Kern (L). Eine Basis von Bild (L) kann man schlieBlich berechnen, indem man die
Bilder der Einheitsvektoren zeilenweise mittels Gaulschem Algorithmus reduziert, also

Also gilt z.B.
PBriary ={(1,2,3)"}

und
Bild (L) = Spanng{(1,2,3)7}.
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Name: Vorname:

Aufgabe 5 Betrachten Sie die Funktion
fi[-4,4 =R, x—3x* 440’ —24x> —48x—7.

Bestimmen Sie ihre lokalen Extrema in [—4,4] (ohne eventuelle Randextrema in —4 oder 4) und geben
Sie explizit an, ob es sich um lokale Maxima oder Minima handelt.

Losung:
Fiir diese Funktion ergibt sich zunéchst

f(x) = 12x° + 12x* — 48x — 48
und
F"(x) = 36x% +24x — 48 .

Aus der notwendigen Bedingung f’(x) = 0 erhélt man nach Division durch 12 zunichst die Gleichung
X4’ —4x—4=0.

Rit man fiir sie z.B. die Nullstelle x; = —1, dann erhilt man nach Abdivision von (x+ 1) und l16sen
der quadratischen Gleichung die beiden weiteren Nullstellen zu

Xy =72
und
x3=-—2.

In diesen drei Punkten konnten Extrema vorliegen. Unter Ausnutzung der hinreichenden Bedingungen
erhilt man, dass

wegen f”'(—2) =48 > 0 an der Stelle —2 ein lokales Minimum vorliegt,
wegen f”'(—1) = —36 < 0 an der Stelle —1 ein lokales Maximum vorliegt und

wegen f”(2) = 144 > 0 an der Stelle 2 erneut ein lokales Minimum vorliegt.
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15 Punkte



Name: Vorname:

Aufgabe 6 Differenzieren Sie die folgenden Funktionen:
(a) f:R—R, x> sin?(x)cos(x), 5 Punkte
(b) f:R—R, x> cos(sin(cos(x))), 5 Punkte

_ sin(x) cos(x)
(C) fR%R, X+ m

10 Punkte

Losung:

(a) f ist differenzierbar fiir alle x € R, und mit der Produkt- und Kettenregel ergibt sich

f'(x) = (sin?(x)) cos(x)+ sin?(x)(cos(x))’
= 2sin(x)cos(x)cos(x )—s1n2( ) sin(x)
= 2sin(x)cos?(x) — sin’ (x).

(b) f ist differenzierbar fiir alle x € R, und mit zweimaliger Anwendung der Kettenregel ergibt sich

f'(x) = cos/(sin(cos(x)))(sin(cos(x)))’
= —sin(sin(cos(x)))sin’(cos(x))cos’(x)
= sin(sin(cos(x)))cos(cos(x))sin(x).
(c) f ist differenzierbar fiir alle x € R, und mit der Linearitiits- Quotienten- und Kettenregel ergibt sich
, (sin(x) cos(x) )’ (x% + cos?(x)) — (sin(x) cos(x)) (x? 4 cos?(x))’
fl) = (32 + cos?(x))2
_ (cos?(x) — sin?(x)) (x* + cos?(x)) — (sin(x) cos(x) ) (2x + (cos?(x))")
(2 + cos2(x))?
_ (cos?(x) — sin?(x)) (x? 4 cos?(x)) — (sin(x) cos(x)) (2x — 2 cos(x) sin(x))
(x2 +cos?(x))? '
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