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Welche Sprachen gehéren zu den regulédren Sprachen?

Und wie beweise ich das?

Und welche gehéren nicht zu den reguldren Sprachen?

Und wie beweise ich das?
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Abschlusseigenschaften erleichtern den Umgang.
Die natlirlichen Zahlen sind abgeschlossen liber ,+“, d.h.

* Immer wenn ich zwei natirliche Zahlen addiere, dann kommt immer wieder
ein naturliche Zahl heraus.

e Z.B.198+365 =563 ist eine naturliche Zahl

Abschlusseigenschaften sind nicht selbstverstandlich, denn:
Die natlirlichen Zahlen sind NICHT abgeschlossen tiber ,,-“, d.h.

e Wenn ich zwei naturliche Zahlen subtrahiere, kommt nicht immer eine
natlrliche Zahl heraus.

e Z.B.198-365=-167 ist keine naturliche Zahl

Einige Operationen auf reguldaren Sprachen fihren immer zu regularen Sprachen.
Welche Operationen sind dies?
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Die Vereinigung von zwei requldren Sprachen
ergibt immer wieder eine requldre Sprache.

L, ={wefa,b}* | wféingt mit ,ab”an}
ist requldr:

L, ={wefa,b}* [ whort mit ,ab’ auf}
ist requldr:

L=L;CL,istreguldr:
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e LUl Die Vereinigung zweier regularer Sprachen ist regular.

e LinL Der Durchschnitt zweier regularer Sprachen ist regular.

« L;\L, Die Differenz zweier regularer Sprachen ist regular.

e L© Das Komplement einer regularen Sprache ist regular.

e |[R Die Spiegelung einer regularen Sprache ist regular.

e Lyl Die Verkettung zweier regularer Sprachen ist regular.

e L* Die Hulle einer regularen Sprache ist regular.

Wie beweist man das?

Wir konnen dabei alle Modelle von regularen Sprachen (rechtslineare Grammatik,
DEA, NEA, e-NEA, regularer Ausdruck) verwenden:

* Durch Regulare Ausdriicke wird bewiesen: U, o, *
* Durch Automaten wird bewiesen: ¢, }

* Durch Mengengesetze wird bewiesen: N, \



Beweise fur Abschluss unter Vereinigung,

Verkettung und Hulle

Beweisfihrung mit regularen Ausdriicken:

1. Seien Ly, L, regular, d.h. es gibt regulare Ausdrucke

2. Dannist nach der Definition von Regularen Ausdricken auch

¢ El m|t Ll - L(El)
¢ Ez m|t I_z - L(Ez)

¢ Ll Y, I_z - L(El) U L(Ez) - L(EllEZ) regUIar

e Lyl = L(E;) ° L(E,) = L(E; ° E,) regular

e L,* = L(E;)* = L(E;*) regular
Beispiele: E; = (a|b) E,=b*

Vereinigung: L((a|b)) U L(b*) =L((a

Konkatenation: L((a|b)) e L(b*) =L((a

Hulle: L((a|b))* =L((a

b) | b*).
b) o b*).
b)*).
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Beweisfihrung mit endlichen Automaten:
1. Seil eine regulare Sprache, d.h. es gibt einen DEA A mit L(A) = L.

2. Konstruiere aus A einen Automaten B, bei dem die Endzustande mit den
Nicht-Endzustanden vertauscht sind.
Der Automat B akzeptiert LS, d.h. L¢ ist eine regulare Sprache.

Beispiel: Worter, die mit ab anfangen:

Einfache Beweise durch Mengengesetze:
|_1, Lz regulér — Ll(\|_2 = (L1CUL2C)C regulér
L,, L, regular = L,\L, = LynL,C regular
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Beweisfihrung mit endlichen Automaten:
1. Seil eine regulare Sprache, d.h. es gibt Automaten A mit L(A) = L.
2. Konstruiere aus A einen Automaten B, bei dem

* alle Pfeile umgekehrt sind

* Qo wird neuer und einziger Endzustand.

* (s wird als neuer Zustand der Startzustand mit e-Ubergéngen zu allen
bisherigen Endzustanden.

3. Der so konstruierte Automat akzeptiert L?, d.h. LR ist reguldre Sprache.

Beispiel:
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Ist (CCCCCCCCCCCCONMIMMMNN)

ein gultiger Klammerausdruck?

Sind die korrekten Klammerausdriicke uberhaupt eine regulare Sprache?

) i ) 1
Ist Gberhaupt L={we{(,)}* | w=(" )", neN,} regular?

Dieser Automat akzeptiert zwar alle Worter aus L, aber auch weitere Worter!

Ich kann auch fragen:
Ist Gberhaupt L={we{0,1}* | w=0"1", neN,} regular?

Was passiert, wenn ich versuche, dafiir einen DEA zu erstellen?

Es gibt 2 Moglichkeiten, um zu zeigen, dass eine Sprache nicht regular ist:

1. Durch Abschlusseigenschaften (einfach, man muss aber eine Sprache als
Referenz haben, von der man weil3, dass sie nicht regular ist)

2. Zeigen, dass das Pumping Lemma nicht gilt (was fir jede regulare Sprache
gelten muss)
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Zeige durch Widerspruch,
dass wenn eine Sprache L reqguldr wdre,
wegen einer Abschlusseigenschaft
auch eine andere Sprache regulér sein miisste,

von der aber bekannt ist, dass sie nicht requldr ist.

Wir setzen als bekannt voraus (Beweis durch Pumping Lemma maoglich):

L, = {we{0,1}* | w=0"1", neN,} ist keine regulare Sprache.

Ist L, ={we{0,1}* [ w hat gleich viele O‘en und 1‘en } eine reqguldre Sprache?
Annahme: L, ist eine regulare Sprache.
e Ly;={we{0,1}*| w=0"1™, n,meN,} ist eine regulare Sprache (einfach zu zeigen).
« Wegen der Abschlusseigenschaft des Durchschnitts ware auch die Sprache

LN Ly ={we{0,1}*| w=0"1", neNy} = L; regular ... Widerspruch !
=> D.h. die Annahme ist falsch und es gilt: L, ist keine regulare Sprache!



Zeige, dass eine Sprache NICHT regular
ist: (2) das Pumping Lemma muss gelten
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Endliche Sprachen sind immer regular.

Wir betrachten jetzt unendliche Sprachen. Darin muss es beliebig lange Worter
geben (sonst ware die Sprache endlich).

Ein DEA hat aber nur endlich viele Zustande!

Beispiel:

(Ubergénge sind nicht

dargestellt)

|Q| =5 Zustande

Wie lang sind Worter ohne Kreise/Schleifen? Max. Lénge [Q[-1!
Wie kdnnen sehr lange Worter verarbeitet werden? Uber Kreise oder Schleifen !
Jedes Wort der Linge >= [Q]
muss einen Kreis (oder eine Schleife) enthalten !
Nach spditestens [Q] Schritten ist der Kreis gebildet !
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Durchlaufe ich beim Abarbeiten des Wortes einen Kreis, dann kann ich den Kreis
auch mehrfach (k-mal) durchlaufen. Diese Worter missen dann auch in der
Sprache sein.

Ich kann den Kreis auch weglassen. Dieses Wort muss dann auch in der Sprache
sein.

Betrachte das Wort

W= Xyz,WEL:

(Nicht alle Zustande und
Uberginge sind dargestellt!) N | # |

Dann sind auch alle Worter w = xy¥z in der Sprache L,
d.h. w = xy*z € L(A), k = 0, im Beispiel: aaccc, aabbbbccc, aabbbbbbbbccc,... € L(A)
d.h. das Wort w ist aufpumpbar.



Das Pumping Lemma formal (gilt fir alle
regularen Sprachen)
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Pumping Lemma: X z

Fur jede regulare Sprache L gibt es eine Zahl peN (p ist die Pumpinglange oder die
Pumpingzahl), so dass jedes Wort wel mit |w|>p zerlegt werden kann in w = xyz
mit den Eigenschaften (auf Grundlage eines DEA fir L):

1. y#¢€ (der Kreis ist nicht leer)
2. |xy|<p (der Kreis ist nach hochstens p Schritten gebildet)

3. xykz € Lfuralle keN, (egal, wie oft man den Kreis durchlauft, es werden auch
weitere Worter mit demselben Anfang x und demselben

Ende z akzeptiert)

Gibt es immer ein p?
Ja, einfach p=,Anzahl der Zustdnde im entsprechenden DEA“ (im Bsp. p = 9) !



Wenn das Pumping Lemma nicht gilt,
dann ist die Sprache auch nicht regular... .. . coee o
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Behauptung: L ={0™1™ | meN}ist nicht regular.

Beweis durch Widerspruch im Pumping Lemma:

1.
2.
3.

Annahme: L ist regular
Dann gibt es einen DEA A mit L(A) = L.

A hat mindestens einen Zustand (Startzustand) und somit hat A neN Zustande.
Wir wissen nicht genau wie grol} n ist, nur dass es eine naturliche Zahl ist...

A akzeptiert alle Worter aus L und wir wahlen daraus geschickt das Wort
w=0"1" aus, ohne genau zu wissen, wie grol n ist.

Es gilt das Pumping Lemma und |0"1"|>=n. D.h. man kann w zerlegen in w=xyz
mity # € und |xy| £ n (yist Kreis, der nach spatestens n Ubergingen auftritt).

Dann bestehen x und y nur aus 0‘en und es gilt x=0', y=0/ und z=0""-11" fir ein
j21 und i+j<n.

Laut Pumping Lemma muss dann auch xykzeL fur jedes ke N sein. Wir wahlen
k=0, d.h. xy%z=xz=0'0"-"-11"=0"-J1"eL. Daraus folgt j=0.

j21 und j=0 ist ein Widerspruch. Deshalb kann L nicht regular sein.
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Frage 1: L={}?

Frage 2: wel?

Frage 3: L;=L, ?

Frage 4: minimal ?

L, UL,

L. N L,

L\ L,

LC

L, o L,

<8 <N <N <8 <8 <N <28 <N <3

L*
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/ Eindeutige regulare Grammatik

Regulire Sprachen /

—>DEn )

3} : pll
(Typ 3) Regulare Grammatik

. |

> NEA

Regularer Ausdruck —>e-NEA/

4 I
. Kontextfreie Grammatik
Kontextfreie
Sprachen (Typ 2)
N ‘ Y,
4 N v R
Kontextsensitive . :
Kontextsensitive Grammatik
Sprachen (Typ 1)
N ,/ J
KAIIgemeine oder / o
semi-entscheidbare Allgemeine Grammatik
éprachen (Typ 0) p
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 Regulare Sprachen haben einige Abschlusseigenschaften:
¢ UI ml\l CI RI O,*
 Man kann damit (in manchen Fallen) beweisen, dass eine Sprache regular
ist oder nicht.

* Pumping Lemma:

* Eineregulare Sprache hat die Eigenschaft, dass wenn lange Woérter
akzeptiert werden, man auf einen Kreis stolst und man durch beliebig
haufiges Durchlaufen des Kreises unendlich viele Worter der Sprache

generieren kann.

« Man kann damit ggf. beweisen, dass eine Sprache nicht regular ist (und
zwar indirekt, mit einem ,Widerspruchsbeweis”, weil ein einziges
Gegenbeispiel ausreicht, um zu zeigen, dass das Pumping-Lemma fur die
Sprache nicht gilt.)



