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Wie beschreiben wir unendlich grolie ortmund
Mengen/spraChen ? Prof. Dr. Robert Preis 2

Die Menge
L={w€{a,b,c} | w=avc A v€{a,b,c}}

ist unendlich groR, so dass wir sie nicht aufzahlen, sondern die Worter liber deren
Eigenschaften definieren:

« we&{a,b,c}* Alle Worter w, die aus a, b und c gebildet werden kdonnen...

e | ... mit der Eigenschaft, dass...

°* w=avcC ... W muss als avc geschrieben werden kdénnen ...

° A ..und ...

 veE{a,b,c}* ... vist selbst irgendein Wort gebildet aus a, b oder c.

Fir die Beschreibung der Eigenschaften verwenden wir Elemente aus der
1. Mengenlehre (Durchschnitt, Vereinigung, Komplement, ...)

2. Aussagenlogik (u.a. Junktoren, z.B. A)

3. Pradikatenlogik (u.a. Pradikate, Variablen und Quantoren)




Definitionen Mengenlehre
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Mit einer Menge kann man mehrere (auch unterschiedliche) Elemente
zusammenfassen, z.B.

- {1,2,3}
* {rot, blau, grin, gelb}
{1, gelb, Euro, 3.1415926, ,,Wer hilft mir?“}

Eine Menge kann leer sein: {} oder @

Eine Menge kann aus Mengen bestehen: {{1, 2, 3}, {rot, blau, griin, gelb}, {1, gelb,
Euro, 3.1415926, ,,Wer hilft mir?“}}

Besonderheiten:

 die Elemente sind ungeordnet,
d.h. {1, 2,3} =13, 2, 1}

 die Menge betrachtet keine Mehrfachheiten (bzw. zahlen nur einmal),
d.h.{1,3,2,2,1,1,2}={1, 2, 3}



Bekannte Zahlenmengen

Menge der natlirlichen Zahlen
N,=1{1,23,..}
Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen
No=10,1,2,3,..}
Menge der ganzen Zahlen
zZ={.,-2,-1,0,1, 2, ..}
Menge der rationalen Zahlen
Q = {zusatzlich Briiche von Zahlen aus Z}
Menge der reellen Zahlen
R = {zusatzlich &, e, ...}
Menge der komplexen Zahlen
C = {zusatzlich imaginare Zahl i}

Es gilt:

N,.cNgcZcQcRcC
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* Anzahl der (verschiedenen) Elemente einer Menge (Kardinalitat): |A|
* [{1,2,3}|=3

* Mengenzugehorigkeit oder Nicht-Zugehorigkeit: xeZ, xgZ
e 2€{1,2,3},4¢{1,2,3}

 Teilmenge A < B: Aist eine Teilmenge von B wenn alle Elemente aus A auch in
B sind (fir alle xeA gilt xeB)

 {1,2}c={1,2,3}, {1,2,3} c{1,2,3}

 Echte Teilmenge A < B: A ist eine echte Teilmenge von B wenn A B und es
zusatzlich ein Element in B gibt, das nicht in A ist (yeB mit ygA)

e {1,2}c{1,2,3}
 Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge.
« {1c{1,2,3}
* Mengengleichheit A=B: wenn Ac Bund BcC A
e Aus{1,2,3}c{3,2,1}und {3,2,1} < {1,2,3} folgt {1,2,3} = {3,2,1}
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Die Menge aller Teilmengen nennt man Potenzmenge. Es ist eine Menge von
Mengen.

« A={1,2,3}
P(A) = {{} 0-elementig
{1}, {2}, {3}, 1-elementig
{1,2}, {1,3}, {2,3}, 2-elementig
{1,2,3} } 3-elementig
« B={{}{a,3},5}
P(B) = {{} 0-elementig
{1}, {{a,3}}, {5}, 1-elementig
{}.{a,3}}, {{},5}, {{a,3},5}, 2-elementig
{{}{a,3},5} } 3-elementig

Die Kardinalitdt der Potenzmenge P(A) mit |A|=n st |P(A)| = 21Al = 2n,

Wie viele n-elementige Teilmengen gibt es? Pascal‘sches Dreieck !
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 Schnittmenge
ANB ={x | xeA und xeB}
U
* \Vereinigung
AUB = {x | xeA oder xeB}
U
* Mengendifferenz
A\B = {x | xeA und x¢B} U

 Komplement bezliglich einer
zugehorigen Grundmenge U (das Universum)
Ac={xeU | xgA}=U\A

 Symmetrische Differenz (in genau einer der beiden
Mengen) AAB = (AUB) \ (A B) = (A\B U B\A)
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Doppeltes Komplement (A¢)c=A

Idempotenzgesetz ANA =A AUA = A

Inverses Element ANA = ANAc = ACUA = AUAC= U
Neutrales Element UNA=ANU=A DUA = AUD = A
Ausloschendes Elem. DNA=AND =@ UUA=AuU=U
Kommutativgesetz ANB =BNA AUB = BUA
Assoziativgesetz AN(BNC) = (AnB)NC AU(BUC) = (AuB)UC
Distributivgesetz AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Absorptionsgesetz AN(AUB) = AN(BUA) = (AUB)NA = (BUA)NA = A
AU(ANB) = AU(BNA) = (ANB)UA = (BNA)UA = A
De Morgan Gesetz C\(AnB)=(C\A)U(C\B) C\(AUB)=(C\A)\(C\B)

oder auch (AMB)¢ = A“UB¢ (AUB)¢ = A°N\B¢



Vereinfachung von Mengen durch ortmund
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Kann ich die Menge auch einfacher darstellen?
(ANBC)N((ASB)U(BSMA)C)

(ANBS)*((A°B)eU(BA)C) Kommutativgesetz
= (ANB)*\((AcB)cU(ANBC)) Absorptionsgesetz
= (AMB¢)°© De Morgan
= ASUB® Doppeltes Komplement
= A°UB

Warum gilt das Absorptionsgesetz?

AN(AUB) Neutrales Element
= (AUD)N(AUB) Distributivgesetz
= AU(@B) Ausloschendes Element
= AL@ Neutrales Element

=A
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Eine Menge, in der n Elemente xg, ...,x, geordnet sind, heildt n-Tupel und wird mit
runden Klammern

(X1, .0 Xp) z.B.(3,1, 17,4, 3)
aufgefihrt.
* Die einzelnen Elemente heillen Komponenten bzw. i-te Komponente.
 Die Elemente sind geordnet, d.h. (1,2,3) # (3,2,1).
e Zwei Tupel a und b der Lange n sind gleich, wenn alle ihre Komponenten
paarweise gleich sind, d.h. falls fur alle ie{1,...,n} : ai=b..
(1,2,3) =(1,2,3)
* Mehrfachheiten sind wichtig:
(1,2,3,2,1)#(1,1,2,2,3)#(1, 2, 3)
Beispiele:
 Ein Tupel:
(Robert, Preis, Professor, robert.preis@fh-dortmund.de)

 Eine Menge von Tupel:
{(Volvo, XC90, 200PS, 2012), (Mini, Mayfair Chrom, 55PS, 1994)}
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Fiir zwei Mengen A und B ist die Menge aller geordneten Paare (x, y) mit xeA und
yeB das kartesische Produkt (Kreuzprodukt, Mengenprodukt)
AxB ={(x,y) | xeA, yeB}.

« {1,2}x{1,a,X} ={(1,1), (1,a), (1,X), (2,1), (2,a), (2,X)} )|
* Diesist ungleich dem kartesischen Produkt X ol
{1,a,X}x{1,2}={(1,1), (1,2), (3,1), (a,2), (X,1), (X,2)} L

* Schiffeversenken:
{A,B,C,D,E,F,G,H,I,IJ} x{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
={(A,1), (A,2), (A,3), ... (J,10)}

e Kardinalitat des kartesischen Produktes: |AxB| = |A|*|B|
e Fir AxA schreibt man auch A2

5 ¢ 5-

* Das kartesische Koordinatensystem bildet den RZ2= RxR ab.

e Kartesisches Produkt auch in mehreren Dimensionen:
{1,2,3} x {a,b,c} x {I,II} ={(1,a,1), (1,a,11), (1,b,1), (1,b,11), (1,c,1), (1,c,I1),
(2,a,1), (2,3,11), (2,b,1), (2,b,11), (2,¢,1), (2,c,11),
(3,a,1), (3,3,I1), (3,b,1), (3,b,11), (3,c,1), (3,c,11) }
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Beispiele flir Aussagen:

« 2isteine gerade Zahl” ist eine wahre Aussage

e 4isteine Primzahl”ist eine falsche Aussage (aber trotzdem eine Aussage!)
 ,Wiealtsind Sie?”ist keine Aussage

Definition:
Eine Aussage ist ein Satz einer menschlichen oder kilinstlichen Sprache, dem
eindeutig einer der beiden Wahrheitswerte wahr oder falsch zugeordnet
werden kann.

Logische Aussagen konnen nur wahr (w) oder falsch (f) sein, d.h. fur eine
Aussage x gilt xe{f, w}.

* Intechnischen Bereichen wird oft f=0 und w=1 kodiert.

* Aussagen oder Verknlipfungen von Aussagen nennt man Ausdrucke.

 lch sage jetzt nicht die Wahrheit.” ist keine Aussage !



Logische VerknlUpfungen
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--w
S fw w
wo W
W f

Tl
Verkniipfung Notation
Verneinung, Negation —x; Ix; X
Konjunktion, UND A, ¥
Disjunktion, ODER Vv, +
Exklusives ODER @®, XOR
Aquivalenz Y
Implikation —>

Sheffer Operator, NAND: |, A
Peirce Operator, NOR |, —V

=

=

=

W
f W W f
f f w f
W W f f

Sprechweise
Nicht x
xundy

x odery
x exklusiv oder y

X genau dann wenn'y
wenn x dann'y

x NAND y
x NORy
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Ist-w — f<>wVfAf wahroder falsch?

Reihenfolge zur Priorisierung von aussagenlogischen Verknupfungen:

() - A v - ©
Von Links nach Rechts: Mit Beachtung der Priorisierung:

-w—o>fowViAf (w) > f)(wV(fAT))
~f>fewVIiAf ~(f—>f)e(wV(fAT))
rwewVEASf ~ W< (wV(fAf))
~wVfiAf ~ W< (w V)
~wANf ~ WEOW
~ f ~ W

Definition: Zwei aussagenlogische Formeln oo und 3 heifen (semantisch)
aquivalent g.d.w. o <> 3 allgemeingiiltig ist. Wir schreiben o=p.
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Ist (x > y) N (xVy) wahroder falsch?
...das kommt darauf an, wie x und y sind!
Besser: Flir welche Werte von x und y ist der Ausdruck wahr bzw. falsch?

Losung: Herleitung Uber Hilfsspalten bis hin zur Gesamtspalte:

-——

f f f f
f w w W W
w f f w f
W W w " W

Aufwand: Bei einem Ausdruck mit n Variablen und m Operationen gibt es 2"
Belegungen (Zeilen) und m neue Teilausdriicke (Spalten).



Erflllbarkeitsproblem (Satisfiability/SAT) s
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Gibt es mindestens eine Belegung von x, y, und z, so dass
(x\=z) A (=x\vyvz) A (Xv=yVvz) A (Xvy) A (=yv=2)
wahr ist?

Das Erfullbarkeitsproblem der Aussagenlogik:

Gibt es fiir einen beliebigen logischen Ausdruck eine Belegung, so dass
der Ausdruck wahr wird, d.h. gibt es mindestens ein w in der Spalte?

 Hort sich einfach an, denn man kann es mit Wahrheitstafeln losen!

 Aber bei n Variablen gibt es 2" Belegungen und im schlimmsten Fall muss man
alle ausrechnen! ....geht das auch schneller?

 Problem der Komplexitatstheorie, es in effizienter (polynomieller) Zeit zu
schaffen (NP-vollstandiges Problem).

e 1,000,000 USS Preisgeld fur die Losung vom Clay Mathematics Institut.
...der Ruhm ware mindestens so hoch wie beim Nobelpreis !
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Sind die Aussagen x — y und -xVy immer gleich, egal was x und y sind?

Anders gefragt:

e Sind die Spalten von x — y und -x"y gleich?
Anders gefragt:

* Besteht die Spalte x — y <& -xVy nur aus w?

n-—n-

E - = =
=
=

W

W
f

f
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Fiir welche Belegungen von x und y wird der Ausdruck
X—>yV-y
wahr ?

--_
St

w

f W W
W W W
f W W

Eine Tautologie ist ein logischer Ausdruck, der fur alle Belegungen wahr ist.
,Wenn der Hahn kriht auf dem Mist,
dndert sich das Wetter oder es bleibt wie es ist.”
Die Aussage lautet formal
X—>yVY-y
mit x=,,der Hahn kraht auf dem Mist“ und y=,, das Wetter andert sich”.
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Wie viele mégliche Belegungen und Funktionen gibt es bei n Variablen?
+ Bei 2 Variablen gibt es 22=4 Belegungen und 22°=16 Funktionen.

f f f f w w w w w w w w

f w f f f f w w w w f f f f w w w w
w f f f w w f f w w f f w w f f w w
w w f w f w f w f w w f w f w f w
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

« Bei 3 Variablen gibt es 23=8 Belegungen und 22°=28=256 Funktionen.
* Bein Variablen gibt es 2" Belegungen und 22") mégliche Funktionen.

Miissen alle moglichen Funktionen in Hardware realisiert werden?



Suche nach Ausdruck und Funktionale ortmund
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Wenn ich eine Spalte habe, welcher Ausdruck passt dazu?

x| v g

f f W, wahr, wenn x falsch und y falsch, d.h.: —X A 4y

f W f

W f - wahr, wenn x wahr und y falsch, d.h.: X A —y
wahr, wenn x wahr und y wahr, d.h. : XAY

W W W

1. In jeder ,w“-Zeile bilde Konjunktion von Variablen, damit Zeile wahr wird.
2. Bilde Disjunktion dieser Konjunktionen.

Losung: (< XA—y)VIXA—Y)VIXAY)

Fiir die Realisierung aller logischer Verkniipfungsmoglichkeiten sind die
Verkniipfungen -, A und vV ausreichend (funktionale Vollstdndigkeit).
Geht das eventuell auch mit nur zwei Verkntipfungen? Oder nur einer?



Logikgesetze

Doppelte Verneinung
I[dempotenzgesetz

Inverses Element
Neutrales Element
Ausloschendes Elem.

Kommutativgesetz

Assoziativgesetz
Distributivgesetz

Absorptionsgesetz

De Morgan Gesetz
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—(-x) ~ x

XX = X XVX = X

XX = xN=x =~ f -XVX = xV-x =~ w

WX = X MW = X fVx = xVf = x

fAX = xNM~f wVx = xVw = w

Xy ~ yAX XVy ~ yVx

(wichtig z.B. bei Schleifenauswertungen !)
XNy~ z) = (xMy)"z xV(yVz) = (xVy)Vz
xMyVz) = (x1y)V(x"z) xV(y"z) = (xVy)MxVz)

XN xVy) = xMyVx) = (xVy) M = (yVx)x = x
XV(xMy) = xV(y/x) = (X y)Vx = (y"x)Vx = x

~(x1y) = (=x)V(=y) ~(xVy) = (=x)A(=y)



Algebraische Aquivalenzbeweise: ortmund
Vereinfachen von Ausdriicken v, D Robert Preis 22

Beweis der Aquivalenz von logischen Ausdriicken mit Wahrheitstabellen wird sehr
schnell aufwandig (Anzahl Belegungen fiir n Variablen 2").

Als Alternative kann man die logischen Gesetze verwenden.

Gilt fir alle x, y, z € {f,w}
xMyVz) = ((==x"x)y)V(x"=(-x"-2)"z) ?

((==x™MX) Y)Y (XA (-xN=z)Az) De Morgan
= ((==x™MX)AY)VY (XA (--xV=-2)7z) 3 x Doppelte Verneinung
= (X)) (xN(xVz)Nz) ldempotenz
= (xMy)V(xNxVz)Az) Absorptionsgesetz
= (xMNy)V(x"z) Distributivgesetz

Q

xMNyVz)



Pradikatenlogik: Erste Beispiele
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Fiir jede natiirliche Zahl a gibt es eine natiirliche Zahl b, die gréfSer als a ist:
VaeN, dbeN, : a<b

Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, c gilt, dass wenn a kleiner als b ist und b kleiner als
c ist, dann ist a kleiner als c:

YaeN, YbeN, VceN;, : (a<b) N (b<c) - a<c

Pradikatenlogik erweitert Ausdriicke Gber Aussagen (Aussagenlogik) und Mengen
(Mengenlehre) um z.B.

 Variablenwiez.B.a, b, c, ...
e Quantoren V und 3
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Beispiel: Sie kennen Aussagen, die wahr oder falsch sind wie z.B.
,Der Dozent ist ein Professor.”
Ich benutze jetzt die Menge M = {Alle Personen hier im Raum} und sage:
Fir xeM: ,X ist ein Professor.”
(manchmal wahr und manchmal falsch, je nachdem, was ich fir x einsetze)

Wir nennen:

e X isteine Variable

e Xxistein Professor.”ist ein Pradikatsform, d.h. eine Aussageform, die von einer
(oder mehreren) Variablen abhangt.

Beispiel: Fiir n € N (Definition des Grundbereiches) gibt es das Pradikat
prim(n) : nist prim.

Dann ist prim(5) wahr und prim(6) falsch.
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Wie in der Aussagenlogik besteht eine Formel aus einem einzigen Pradikat:
prim(2)
oder man kann durch Verknlipfungen groliere Formeln generieren, z.B.:
prim(2) A prim(5) — kleiner(1,5*2)

Zugrunde liegen die Aussageformen
e prim(x): X ist eine Primzahl
* kleiner(x,y): xistkleineralsy

deren Platzhalter (d.h. Variablen) x und y hier durch Konstanten 2 bzw. 5 ersetzt
worden sind. Dadurch entstehen aus Aussagenformen ganz konkrete Aussagen.

Man kann die Variablen auch durch Quantoren binden, um Aussagen zu erhalten:
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Allquantor V:

Trifft Aussagen fir eine Formel und alle Elemente eines Grundbereichs.
VneN, : P(n)

Fir alle n Element der nattirlichen Zahlen gilt P(n).

Existenzquantor d:

Trifft Existenzaussagen fur ein Pradikat und mindestens ein Element des
Grundbereichs.

dneN, : P(n)
Es existiert mindestens ein Element n der natiirlichen Zahlen fiir das P(n) gilt.
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,Everybody loves somebody sometime”
(Irving Taylor/Dean Martin)

Pradikatenlogik: Vx dy 3t : loves (x,y,1)

Es geht auch: Vx Jt dy : loves (x,y,t)
Aber etwas anderes ist: It Vx 3y : loves (x,y,t)

Achtung: Nur Quantoren gleicher Art sind vertauschbar:
 Vx Vyistidentisch zu Yy Vx
e dx dyistidentisch zu Jy Jx

Achtung:
e Vxdyist NICHT identisch zu dy Vx:
e Vx dy mutter (y,x) Jeder hat eine Mutter.

e dy Vx mutter (y,x) Es gibt jemanden, der die Mutter von allen ist.



Pradikatenlogik: weitere Beispiele
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«  Bruder sind Geschwister”:
Vx Yy (bruder(x,y) — geschwister(x,y) )

e bruder”ist symmetrisch:
Vx Yy (bruder(x,y) <> bruder(y,x))

e ,Miutter sind weibliche Elternteile”:
Vx Yy (mutter(x,y) <> weiblich(x) A ist_elternteil _von(x,y))

o

« Ein Cousin ersten Grades ist das Kind eines Geschwisters eines Elternteils”:
Vx Yy (cousin(x,y) <> dpx Jpy (ist_elternteil_von(px,x) A
ist_elternteil_von(py,y) A
geschwister(px,py) ))



Umformungen von pradikatenlogischen  oortmund
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Alle Regeln (Umformungen, Aquivalenzen) aus der Aussagenlogik gelten
auch fir pradikatenlogische Formeln. Es gibt aber auch noch weitere:
e —Vx:p(x) <> dx:—=p(x)
,Nicht fur alle Studenten gilt, dass Sie einen Kaffee getrunken haben”
Das ist aquivalent (Zeichen: , =) zu:
,Es existiert mindestens ein Student, der keinen Kaffee getrunken hat”.
e —dx: p(x) <> Vx:—=p(x)
Es gilt auch:
* Ix:(p(x) valx) = (3Ix:p(x) v Ix:q(x))
* Vx:(p(x) Aq(x)) = (Vx:p(x) A Vx:q(x))

Prufen Sie bitte einmal kritisch: Wie sieht es mit
e Ax:(p(x) Aq(x)) = (Ix:p(x) AIx:q(x)) bzw.mit
e VUx:(p(x) va(x)) = (Vx:p(x)v Vx:q(x)) aus?



Wozu das Ganze? ortmund
Ein Blick in die Zukunft... v, D RobertPreis 30

Wir werden die Pradikatenlogik verwenden, um Mengen und damit Sprachen
auszudricken. Man verwendet Sie aber auch allgemein, um Sachverhalte oder
Erkenntnisse formal auszudricken.

Das schwierigste Thema in dieser Veranstaltung ist das

Pumping Lemma (werden wir in ein paar Wochen behandeln):

Fiir jede regulédre Sprache L gibt es eine Zahl n eN,, so dass jedes Wort w L mit
Ldnge m=[w/| =>n zerlegt werden kann in w = xyz mit den Eigenschaften

1. y#¢ (der Kreis ist nicht leer)
2. [xy| £n (der Kreis ergibt sich nach héchstens n Ubergéngen)
3. flir alle keN, ist xy*z e L (man kann auch éfter den Kreis durchlaufen)

... wie sieht das Pumping Lemma als Pradikatenlogik-Formal aus?
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Mengenlehre, Aussagenlogik und Pradikatenlogik sind Grundkonzepte der Mathematik und
Informatik und finden sich dort tberall.

* Mengen sind i.a. nicht geordnet. Geordnete Mengen heilen Tupel.
* Vorsicht vor dem exponentiellen Wachstum der Potenzmenge einer Menge!

* Mit Hilfe von Wahrheitstabellen kann man den Wahrheitsgehalt von logischen
Ausdriicken bestimmen, aber die Tabellen haben exponentiell viele Zeilen.

* Mengen und Aussagen kann man durch Gesetze vereinfachen.

e Das Erfullbarkeitsproblem ist ein Standardproblem der Informatik. Es ist bisher
ungelost, ob es auch ein effizientes Verfahren dafur gibt.

* In der Pradikatenlogik werden Pradikate auch auf Argumente (Variablen, Konstanten,
oder allgemein: ,,Terme”) angewendet. Die Argumente (Terme) kdnnen auch
Funktionsausdrucke sein.

 Die PL hat einen All-Quantor und einen Existenz-Quantor fir Variablen.
* Verschiedenartige Quantoren darf man nicht vertauschen.
* Alle Rechenregeln der AL gelten auch in der PL, und Regeln mit Quantoren.



