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Kapitel 3
Kontextfreie Sprachen
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Grenzen kontextfreier Sprachen
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Kontextfreie Sprachen sind abgeschlossen tber

e LUl Die Vereinigung zweier kf. Sprachen ist kf. .

e |[R Die Spiegelung einer kf. Sprache ist kf. .

e oL, Die Verkettung zweier kf. Sprachen ist kf. .

e L* Die Hulle einer kf. Sprache ist kf. .

Lars Aron Gehrke, 2017
Kontextfreie Sprachen sind NICHT abgeschlossen Uber

e LinL Der Durchschnitt zweier kf. Sprachen muss nicht kf. sein:
L,={0"1"2™ | n,mEN} und L,={0m1"2" | n,mEN} sind kf.,
L, N L, ={0"1"2" | nEN} ist aber nicht kf. (Beweis spater).

e L© Das Komplement einer kf. Sprache muss nicht kf. sein:
(dann ware Ly N L, = (L1 U L,%)¢ immer kf.)

« L;\L Die Differenz zweier kf. Sprachen muss nicht kf. sein
(dann ware L¢ = >*\L immer kf.)
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Frage: Was passiert,
wenn ich bei einer Grammatik in CNF mit [V[| Variablen
ein Wort w abarbeite,
dessen Ldnge mindestens [w| = 2!V] jst?

Es gilt ein Pumping Lemma fiir Typ-2-Sprachen:

Fir jede unendliche Typ-2-Sprache L lassen sich Worter, wenn sie genltigend lang
sind, so zerlegen, dass es

zwei parallel zu vervielfachende ,Pumpstellen”
gibt.

Warum? Dazu kann man die CNF gut brauchen!
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Betrachten wir in einer Grammatik mit |V| Variablen den Ableitungsbaum eines
Wortes w mit Lange |w]| >= 2IVI: _

7
X X

1. Der langste Ableitungsweg hat
die Ldnge >= |V]. ‘

2. Auf diesem Weg sind mindestens - Tiefe >=[V]

|V|+1 Variablen!

3. Also kommt mindestens eine Variable
doppelt vor, z.B. A.

4. Das Wort w kann aufgeteilt werden in o — ‘ ' /
W=UVXYZ. Y !
1. vw#¢€
2. |vxy| <21Vl —

3. fur alle keNg ist uvkxykz e L
Man kann v und y aufpumpen !
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Pumping Lemma:

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Pumpingzahl n eN, so dass jedes Wort
w eL mit Ldnge [w/[ >n zerlegt werden kann in w = uvxyz mit den Eigenschaften

1. vw#¢
2. [vxy|[ <n
3. fiiralle keN, ist uvkxykz e L.
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Behauptung: L={0m1m2™ | mEN} ist kontextfrei

 Dann gibt es eine (unbekannte, aber feste) Pumpingzahl n€N.
e Das Wortw =0"1"2" muss in der Sprache sein.
* Laut Pumping Lemma:
* Seiu,v,X,yYy,zET* eine beliebige Zerlegung von w in w = uvxyz mit
1. vy #e&eund
2. |vxy| £n (vxy enthalt keine Nullen oder keine Zweien)
* Wir wahlen i=0:
e Esistuvixy'z=uvxy%z =uxz € L (laut PL)

 Aber uxz ¢ L, weil entweder keine 0-en oder keine 2-en geloscht
werden

e ... Das geht nicht, deshalb Widerspruch

Deshalb: L ={0m1m2™ | mEN} ist NICHT kontextfrei
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Frage 3: Sind die Sprachen von zwei kontextfreien Grammatiken identisch?
Frage 4: Kann man eine kontextfreie Grammatik minimieren?

Die folgenden Probleme sind
unentscheidbar (nicht berechenbar),

d.h. es kann keine Maschine oder Programm geben, die dieses Problem fiir alle
moglichen Falle beantwortet.

e [(G;)=L(G,) ftir zwei kontextfreie Grammatiken G; und G,?
...dann funktioniert eine Minimierung erst recht nicht!

e L(G;) €L(G)) ftir zwei kontextfreie Grammatiken G; und G,?

e L(G))NL(G,)=0 ftir zwei kontextfreie Grammatiken G; und G,?

 L[(G)reguldr flir eine kontextfreie Grammatik G?

Um das zu beweisen, brauchen wir die Theorie der Berechenbarkeit in der
Vorlesung Berechenbarkeit und Komplexitédtstheorie, die jeweils im SS im Master
Informatik (Dozent: R.P.) angeboten wird.
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Typ-0

1
w
_|
.| 3
N

Frage 1: L={} ?

Frage 2: wel?

Frage 3: L;=L, ?

Frage 4: minimal ?
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-

Regulare Sprachen

\

Eindeutige regulare Grammatik <——> DEA \

/

-

3} : pll S
(Typ 3) Regulare Grammatik NEA

\ Regularer Ausdruck = e-NEA/
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Kontextfreie
Sprachen (Typ 2)

Kontextfreie Grammatik in CNF

PZ

DPDA

\ \ // )
- ™
Kontextsensitive . e :
Kontextsensitive Grammatik
Sprachen (Typ 1)
N ,/ J
KAIIgemeine oder / o
semi-entscheidbare Allgemeine Grammatik
éprachen (Typ 0) p
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 AbschluBeigenschaften kontextfreier Sprachen.
e Abgeschlossenheit Giber U, R, o, *
* Keine Abgeschlossenheit unter N, ¢,

*  Pumping Lemma: In langen Wortern von kontextfreien Sprachen gibt es
immer ein oder zwei Wortteile in den ersten n Zeichen (n sprachabhangig), die
man beliebig oft wiederholen kann, ohne die Sprache zu verlassen.

 Konsequenz: Es muss Sprachen geben, die nicht kontextfrei sind.
 Bezliglich kontextfreier Sprachen sind wichtige Fragen unentscheidbar.



