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Kapitel 3
Kontextfreie Sprachen

3.4
Grenzen kontextfreier Sprachen



Prof. Dr. Robert Preis   2

Kontextfreie Sprachen sind abgeschlossen über
• L1 È L2 Die Vereinigung zweier kf. Sprachen ist kf. .
• LR Die Spiegelung einer kf. Sprache ist kf. .
• L1 ◦ L2 Die Verkettung zweier kf. Sprachen ist kf. .
• L* Die Hülle einer kf. Sprache ist kf. .

Kontextfreie Sprachen sind NICHT abgeschlossen über
• L1 Ç L2 Der Durchschnitt zweier kf. Sprachen muss nicht kf. sein:

L1 = {0n1n2m | n,m∈N}  und L2 = {0m1n2n | n,m∈N} sind kf.,
L1 Ç L2 = {0n1n2n | n∈N} ist aber nicht kf. (Beweis später).

• Lc Das Komplement einer kf. Sprache muss nicht kf. sein:
(dann wäre L1 Ç L2 = (L1

c È L2
c)c immer kf.)

• L1 \ L2 Die Differenz zweier kf. Sprachen muss nicht kf. sein
(dann wäre Lc = ∑*\L immer kf.)

Abgeschlossenheit kontextfreier 
Sprachen

Lars Aron Gehrke, 2017
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Frage: Was passiert,
wenn ich bei einer Grammatik in CNF mit |V| Variablen

ein Wort w abarbeite,
dessen Länge mindestens |w| = 2|V| ist?

Es gilt ein Pumping Lemma für Typ-2-Sprachen:
Für jede unendliche Typ-2-Sprache L lassen sich Wörter, wenn sie genügend lang 
sind, so zerlegen, dass es 

zwei parallel zu vervielfachende „Pumpstellen“ 
gibt.

Warum? Dazu kann man die CNF gut brauchen!

Das Pumping Lemma für kontextfreie 
Sprachen
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Betrachten wir in einer Grammatik mit |V| Variablen den Ableitungsbaum eines 
Wortes w mit Länge |w| >= 2|V| :

1. Der längste Ableitungsweg hat
die Länge >= |V|.

2. Auf diesem Weg sind mindestens
|V|+1 Variablen!

3. Also kommt mindestens eine Variable
doppelt vor, z.B. A.

4. Das Wort w kann aufgeteilt werden in
w=uvxyz.
1. vy ≠ ε
2. |vxy| ≤ 2|V|

3. für alle kÎN0 ist uvkxykz Î L
Man kann v und y aufpumpen ! 

Ableitung eines langen Wortes w in einer 
Typ-2 Grammatik in CNF (Binärbaum)

Tiefe >= |V|
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Pumping Lemma:

Für jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Pumpingzahl nÎN, so dass jedes Wort 
wÎL mit Länge |w| ³ n zerlegt werden kann in w = uvxyz mit den Eigenschaften
1. vy ≠ ε
2. |vxy| ≤ n 
3. für alle kÎN0 ist uvkxykz Î L.

Das Pumping Lemma für kontextfreie 
Sprachen
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Behauptung: L = {0m1m2m | m∈N} ist kontextfrei

• Dann gibt es eine (unbekannte, aber feste) Pumpingzahl n∈N. 
• Das Wort w = 0n1n2n muss in der Sprache sein.
• Laut Pumping Lemma:

• Sei u,v,x,y,z∈T* eine beliebige Zerlegung von w in w = uvxyz mit
1. vy ≠ ε und
2. |vxy| ≤ n (vxy enthält keine Nullen oder keine Zweien)

• Wir wählen i=0:
• Es ist uvixyiz = uv0xy0z  = uxz ∈ L (laut PL)
• Aber uxz Ï L, weil entweder keine 0-en oder keine 2-en gelöscht 

werden
• ... Das geht nicht, deshalb Widerspruch

Deshalb: L = {0m1m2m | m∈N} ist NICHT kontextfrei

Anwendung des Pumping Lemma
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Frage 3: Sind die Sprachen von zwei kontextfreien Grammatiken identisch?
Frage 4: Kann man eine kontextfreie Grammatik minimieren? 
Die folgenden Probleme sind

unentscheidbar (nicht berechenbar),
d.h. es kann keine Maschine oder Programm geben, die dieses Problem für alle
möglichen Fälle beantwortet.
• L(G1) = L(G2)  für zwei kontextfreie Grammatiken G1 und G2?

…dann funktioniert eine Minimierung erst recht nicht!
• L(G1) ⊆ L(G2) für zwei kontextfreie Grammatiken G1 und G2?
• L(G1) ∩ L(G2) = ∅ für zwei kontextfreie Grammatiken G1 und G2?
• L(G) regulär für eine kontextfreie Grammatik G?

Um das zu beweisen, brauchen wir die Theorie der Berechenbarkeit in der 
Vorlesung Berechenbarkeit und Komplexitätstheorie, die jeweils im SS im Master 
Informatik (Dozent: R.P.) angeboten wird.

Unentscheidbare Probleme für 
kontextfreie Sprachen
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Überblick Sprachklassen

Typ-3 Typ-2 Typ-1 Typ-0

Frage 1: L={} ? Ö Ö

Frage 2: wÎL ? Ö Ö

Frage 3: L1=L2 ? Ö 7

Frage 4: minimal ? Ö 7

L1 È L2 Ö Ö

L1 Ç L2 Ö 7

L1 \ L2 Ö 7

Lc Ö 7

L1 ◦ L2 Ö Ö

L* Ö Ö
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Überblick der Transformationen

NEA

DEA

Kontextfreie Grammatik

Reguläre Grammatik

ε-NEARegulärer Ausdruck
DPDA

PDA

Allgemeine Grammatik

Kontextsensitive Grammatik

Eindeutige reguläre Grammatik

Kontextfreie Grammatik in CNF

Reguläre Sprachen 
(Typ 3)

Kontextfreie 
Sprachen (Typ 2)

Kontextsensitive 
Sprachen (Typ 1)

Allgemeine oder
semi-entscheidbare 
Sprachen (Typ 0)
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• Abschlußeigenschaften kontextfreier Sprachen.
• Abgeschlossenheit über È, R, ◦, *
• Keine Abgeschlossenheit unter Ç, c, \

• Pumping Lemma: In langen Wörtern von kontextfreien Sprachen gibt es 
immer ein oder zwei Wortteile in den ersten n Zeichen (n sprachabhängig), die 
man beliebig oft wiederholen kann, ohne die Sprache zu verlassen. 

• Konsequenz: Es muss Sprachen geben, die nicht kontextfrei sind. 
• Bezüglich kontextfreier Sprachen sind wichtige Fragen unentscheidbar.

Zusammenfassung


