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Kapitel 3
Kontextfreie Sprachen

3.2
Chomsky Normalform (CNF)
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Ableitungsbaume von kontextfreien
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G=(V,T,P,S) mit P={ H=(V,T,P,S) mit P = {
S - AAbCB | ABBc, S - AB | BC,
A - BACS | a | g, A - BA | a,
B> CC | aACA | ab, B—->CC|b,
C—>AB|a] s, C—>AB|a}
D - BcCa | BAaC}
Wie sehen die Ableitungsbaume fir das Wort w = aaba aus? S
S P
A A bC B a‘\ C/\C
| | TR A
a a e a A C A A B 3
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E € € 2 b

Bei G ist der Ableitungsbaum recht chaotisch, bei H ist es ein Binarbaum.
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Ein Grammatik Geye = (V,T,P,S) ist in
Chomsky-Normalform (CNF)

wenn G keine unnutzen Variablen enthalt und jede Produktion eine der drei
Formen hat:

1. A-BC mit A,B,C EV

2. A—>a mitAeEVunda€eT

3. S—>¢ nur falls S Startvariable und S nirgends auf der rechten
Seite enthalten ist. Dies ist wichtig flir € € L(G¢yg)-

Jede kontextfreie Grammatik G kann man
in eine Grammatik Gqyrin CNF umwandeln
mlt L(GCNF) - L(G).



U m fO r m u n g i n C N F University of Applied Sciences and Arts

Prof. Dr. Robert Preis 4

Die Umformung einer allgemeinen kontextfreien Grammatik in eine kontextfreie
Grammatik in Chomsky Normalform erfolgt in mehreren Schritten:

1. Eliminierung von e-Produktionen A - ¢ falls A kein Startzustand
(die Produktionen miissen rechts mindestens die Lange 1 haben)

2. Eliminierung von Einheitsproduktionen A - B
(Produktionen der Lange 1 diirfen nicht aus einer Variablen bestehen)

3. Eliminierung unnttzer Symbole
(keine unniitze Variablen erlaubt)

4. Separieren von Terminalen und Variablen in Produktionen (X-Regel)
(Produktionen haben rechts entweder Variablen oder Terminale)

5. Aufspalten von Produktionen A - a mit |a|>2 (Y-Regel)
(Produktionen haben rechts héchstens die Lange 2)



Schritt 1: Elimination von ortmund
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e-Produktionen sind Gberflussig (Ausnahme: S—>¢).
Eine Variable A€V ist eliminierbar, falls A >* &.

(Sonderfall: falls S eliminierbar UND S ist irgendwo auf der rechten Seite:
erzeuge neue Startvariable S‘und S > €| S.)

P ={
S —> AB | CD | abg, S ist eliminierbar, weil A und B eliminierbar sind
A - D | aAAb | g, A ist eliminierbar
B—->bBB | ¢, B ist eliminierbar
C—>g,
D - cD}
Neue Grammatik:
P, ={
S>AB|CD|abc|e]|A|B, Die rechten Seiten
A - D | aAAb | aAb | ab, haben alle die
B> bBB | bB | b, Lidnge >= 1
C—>eg, (aufler S > €) !

D - cD}



Schritt 1: Elimination von ortmund
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Bestimmung aller eliminierbaren Variablen:
1. Ist A - € €Pdannist A eliminierbar.
2. Ist A X;...X, € Pund alle X; eliminierbar, dann ist A eliminierbar.

Verfahren zur Erzeugung einer Grammatik ohne e-Regeln (ohne eliminierbaren
Variablen):

1. Bestimme alle eliminierbaren Variablen.

2. Falls S eliminierbar ist:
e falls S nirgendwo auf der rechten Seite vorkommt: erzeuge S - €
* sonst erzeuge neue Startvariable S“und S - € | S.

3. FUr A = a € P mit eliminierbaren Symbolen Xy, ..., X,, in a erzeuge neue Regeln
(maximal 2™-1): Streiche dabei jeweils alle moglichen Teilmengen von {X4, ...,
X} aus a.

4. Entferne alle Regeln der Form A = € (nur falls A keine Startvariable).

Die neue Grammatik erzeugt die selben Woérter!
Die neue Grammatik enthdlt keine e-Regeln mehr aufSer S - €!



Schritt 2: Elimination von ortmund
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Einheitsproduktionen A-B dirfen nicht vorkommen und sind auch unnotig.
(A, B) ist ein Einheitspaar, falls A ->* B.

P, ={
S>AB|CD|abc|e|A]|B, Einheitspaare (S,S),(S,A),(S,B),(S,D)
A - D | aAAb | aAb | ab, Einheitspaare (A,A),(A,D)
B> bBB | bB | b, Einheitspaar (B,B)
C-cg, Einheitspaar (C,C)
D - cD} Einheitspaar (D,D)
Neue Grammatik:
P, ={

S>AB|CD|abc|e|aAAb | aAb |ab | bBB | bB | b | cD,

A - aAAb | aAb | ab | cD,

B> bBB | bB| b, Auf den rechten Seiten
C—-eg, steht keine Variable

D - cD} mehr alleine!



Schritt 2: Elimination von ortmund
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Bestimmung aller Einheitspaare:
1. Alle Paare (A,A) fiir A€V sind Einheitspaare.
2. Ist (A, B) ein Einheitspaar und B->C € P dann ist (A,C) Einheitspaar.

Verfahren zur Erzeugung einer Grammatik ohne Einheitsproduktionen:
1. Bestimme alle Einheitspaare in G.

2. Fir jedes Einheitspaar (A, B) erzeuge neue Produktionen
{A—>a | B>a € P ist keine Einheitsproduktion}.

3. Losche alle Einheitsproduktionen.

Die neue Grammatik erzeugt die selben Woérter!
Die neue Grammatik enthdélt keine Einheitsproduktionen mehr!
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Nur nutzliche Variablen machen Sinn.

Eine Symbol X ist nttzlich, falls es eine Ableitung S >* aXpf ->* w €T* gibt, d.h. es
ist erreichbar (S 2* aXB) und erzeugend (X ->* veT*).

P, ={

S > AB|CD|abc|s|aAAb|aAb|ab|bBB|bB|b|cD, erzeugend / erreichbar

A - aAAb | aAb | ab | cD, erzeugend / erreichbar

B—> bBB | bB | b, erzeugend / erreichbar

C—-eg, erz./err., nach Loschung von S=>CD nicht erreichbar

D - cD} nicht erzeugend / erreichbar
Neue Grammatik:

P;={

S—>AB | abc| | aAAb | aAb | ab | bBB | bB | b, Alle Variablen

A - aAAb | aAb | ab, sind erreichbar

B> bBB | bB | b} und erzeugend!



Schritt 3: Elimination von unnutzen ortmund
Va riablen: Verfahren Prof. Dr. Robert Preis 10

Verfahren zur Bestimmung aller erzeugender Symbole:

1. Alle Terminalsymbole a € T sind erzeugend.

2. Ist A X;..X, € Pundalle X, erzeugend, dann ist A erzeugend.
Verfahren zur Bestimmung aller erreichbaren Symbole:

1. Sisterreichbar.

2. Ist A= X;...X, € Pund A erreichbar dann sind alle X; erreichbar.

Verfahren zur Elimination von unniitzen Variablen:
1. Losche alle nicht erzeugenden Variablen (mit Produktionen).
2. Losche alle nicht erreichbaren Variablen (mit Produktionen).

Die neue Grammatik erzeugt die selben Woérter!

Die neue Grammatik enthdlt keine unniitzen Variablen mehr!
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Auf der rechten Seite der Regeln mussen entweder
NUR mind. 2 Variablen oder NUR ein Terminal stehen.

P3={

S—> AB | abc| €| aAAb | aAb | ab | bBB | bB | b,
A - aAAb | aAb | ab,

B—-> bBB | bB | b}

Neue Grammatik:
P,={
S > AB | X X X, | € | X;AAX, | X AX, | X X, | X,BB | X,B | b,
A = X,AAX, | X AX | X Xy,

B> X,BB | X,B | b, Auf den rechten Seiten ist
X, =2 a, entweder genau ein Terminal oder
Xy, =2 b, sind mindestens 2 Variablen!

X. > c}



Schritt 4: Separieren von Terminalen und borimunc
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Verfahren zur Separation von Terminalsymbolen und Variablen:

Fir jedes Terminalsymbol a € T erzeuge neue Variable X..
In jeder Produktion A a mit |a|>2, in der a€T auftaucht, ersetze a durch X..
Erganze Produktionen X,—>a fur alle a€T.

> w N e

Losche Variable X,, falls nicht verwendet.

Die neue Grammatik erzeugt die selben Woérter!
Die neue Grammatik separiert die Terminale und Variablen!
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Auf der rechten Seite mussen alle Regeln mit Variablen
aus genau zwei Variablen bestehen.

P,={
S =2 AB | XX X, | € | X;AAX, | X,AX, | X X, | X,BB | X,B | b,
A = X AAX, | XLAX | XX,
B> X,BB | X,B|Db,
X,2>a, X,—>b, X.>c}
Neue Grammatik:

Ps = {
S>AB | XYy [ & XYy | Xo¥a | XoXp | XpYs | X,B | b,
Y, 5X X, Yo,>AYs, Ys>AX,, Ya>AX,, Ys—>BB,
A > XYe | X,Ys | XX, YeSAY, Y, AX,, Ys>AX,,
B> X.Ys | X,B | b, Y,->BB,
Xa=22a,X,2>b,X. > c} Alle Regeln sind in CNF !
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Verfahren zur Aufspaltung von Produktionen A = a mit |a|>2:

Ersetze jede Produktion
A>X,.. X,

durch k-1 Produktionen mit k-2 neuen Variablen Y, ...Y,,

ASX Y, ViKY, o Yo X X,

Die neue Grammatik erzeugt die selben Woérter!
Die neue Grammatik ist in CNF!



Ableitung bei CNF-Grammatiken:
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Wie sehen die Ableitungsbaume von CNF-Grammatiken aus?
Sei G=(V,T,P,S) mit S
P={ S->AB]|BC(, P
A - BA | a, A B
B> CC|b, | AN
C—>AB|a } a3 C C
/N
Wie sieht ein Ableitungsbaum fiir w = ,aaba“ aus? A B a
.
a b

Beobachtungen fiir einen Ableitungsbaum fiir ein Wort wze:
 Esgibt genau |w| Blatter.

 Die Variablenknoten bilden einen Bindarbaum (d.h. immer entweder 0 oder 2
Kinder als Variablen).

 Esgibt genau 2|w|-1 Variablenknoten.
Jede Ableitung eines Wortes w hat die Léinge 2[w|-1.
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* Man kann jede kontextfreie Grammatik in eine Grammatik in Chomsky-
Normalform umwandeln.

* CNF-Grammatiken erzeugen binare Ableitungsbaume (max. 2 Kinder pro
Knoten). Analysen und Beweise von Eigenschaften werden einfacher.



